DCC638 - Introdugdo a Légica Computacional
2020/01

Recursao

Area de Teoria DCC/UFMG



Definicoes Recursivas e
Inducao Estrutural



Recurs3o: Introducao

@ Algumas vezes n3o é facil definir um objeto explicitamente, mas é
relativamente mais facil defini-lo em termos de si préprio.

Por exemplo:
@ Definicdo dos niimeros naturais em termos de ndmeros naturais:

@ 0 é um ndmero natural;

@ o sucessor de um nimero natural é um nimero natural.

@ A definicdo de um objeto em termos de si préprio é chamada definicao
recursiva.

@ A recursao é muito utilizada para definir, por exemplo:

@ funcdes, © conjuntos, e

@ sequéncias, Q algoritmos.

Recursdo
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Definicdo recursiva de funcoes

Recursdo

Uma definicao recursiva de uma funcao com dominio nos niimeros inteiros
nao-negativos tem duas partes:

Definicao recursiva de funcao:

Passo base: Especifica-se o valor da fun¢do em O.

Passo recursivo: Especifica-se uma regra para encontrar o valor da fungdo em
um inteiro qualquer baseada no valor da fun¢ao em inteiros
menores.

Lembre-se de que uma fungdo f(n) dos inteiros ndo-negativos para os reais é
equivalente a uma sequéncia

do, ai, a, ceey
onde a; é um ndmero real para todo inteiro ndo-negativo i.

Logo, definir uma sequéncia agp, ai, az, . . . de nimeros reais de forma recursiva
¢ equivalente a definir uma fun¢3o recursiva dos inteiros ndo-negativos para
0s reais.
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Definicdo recursiva de funcoes

o | Exemplo 1| Seja a fungdo f definida como

f(0) =3,
f(n)=2f(n—1)+3, n>1

Encontre f(1), £(2), (3), (4).

Solucao.

o f(1)=2f(0)+3=2-3+3=09;
o f(2)=2f(1)+3=2-9+3=21;
o f(3)=2f(2) +3=2-21+3 = 45;
o f(4)=2f(3)+3=245+3=03.
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Definicdo recursiva de funcoes

@ | Exemplo 2| Encontre uma definicao recur_5|.va para a fungdo fatorial
f(n) = nl, e compute f(5) usando sua defini¢cdo.

Solucdo. Uma defini¢do recursiva para f(n) = n! é

f(0)=1,
f(n)=n-f(n—1), n>1

Podemos entdo calcular f(5) como:
f(5) =5-f(4)

=5 (4-(3))

=5.

=5.

=5.

=5.

= 120.
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Definicdo recursiva de funcoes

@ | Exemplo 3| Encontre uma definigdo recursiva para a fungdo f(n) = a",

tendo como dominio os naturais, e compute f(3) usando sua defini¢o.

Solucdo. Uma defini¢do recursiva para f(n) = a" é:

f(0) =1,
f(ny=a-f(n—-1), n>1

Podemos entdo calcular f(3) como:
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Definicdo recursiva de funcoes

@ |Exemplo 4| Outros exemplos de definicdes recursivas:

Recursdo

1 ;=
Somatério: 22:1 a=a
i@ = (E, 1 a)—i—a,,, n>2
. [1,a=a
Produtério: =
{H?—l ai = (H:;l a) an, n=2
1
- A=A
Unigo: U'n:l Lo
Ui:l A; (U 1 A,’) UA,, n>2
1
- A=A
Intersecio: ﬂ,n:1 ' 1
mi:l A; (ﬂ 1 A,’) NA,, n>2
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Definicdo recursiva de funcoes

@ | Exemplo 5| A sequéncia de Fibonacci é aquela em que os dois primeiros

termos sdo 1, e cada termo seguinte é a soma dos dois anteriores:

0, 1, 1, 2, 3, 5 8 13,

Esta seguéncia pode ser definida recursivamente como:

f(0) =0,
f(1) =1,
f(n)=f(n—1)+f(n—2), paran>2.

F(2) = F(1)+ F0) =1+0 =1,
F3)=F(2)+f1)=1+1=2,
F(4)=F(3)+f(2) =2+1=3,
F(5) = f(4) + F(3) =3+2=5

Recursdo
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Definicdo recursiva de funcoes

@ | Exemplo 6| A funcdo 91 de McCarthy é a fungdo sobre os inteiros positivos

definida como:
-1 1
M(n) = n 0, n > 100,
M(M(n+11)), n < 100.

Podemos, entdo, calcular:

M(99) = M(M(110)) (j4 que 99 < 100)
= M(100) (j4 que 110 > 100)
= M(M(111)) (j4 que 100 < 100)
= M(101) (j que 111 > 100)
=91 (j4 que 101 > 100)

Esta funcdo retorna 91 para todo inteiro positivo n < 100, e para inteiros
positivo n > 100 ela comeca em 91 e vai aumentando de 1 em 1.
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Definicdo recursiva de funcoes

o | Exemplo 7| Seja a sequéncia {a,}, n =1,2,3,... definida explicitamente

como
a,=n’>+3n
Encontre uma definicdo recursiva para esta sequéncia.
Solucao.
Primeiro determinamos o passo base da sequéncia, ou seja, a:

a=12+3-1
=4,

Agora determinamos o passo recursivo a,.; para n > 1:

a1 =(n+1)2+3(n+1) (pela defini¢do explicita da sequéncia)

=n*+2n+1+3n+3 (expandindo os produtos)
=(n*+3n)+2n+4 (reagrupando as parcelas)
=ap+2n+4 (pela definicdo explicita da sequéncia).
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Definicdo recursiva de funcoes

e |Exemplo 7| (Continua¢&o)

Assim obtemos a seguinte definicdo recursiva para a sequéncia:

31:4,
ant1 =an+2n+4, paran>1.

Note que o passo recursivo da definicio acima define os termos a,, as, a4 . . .
dando uma férmula para calcular cada termo a,11 paran>1.
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Definicdo recursiva de funcoes

o |Exemplo 7| (Continuag&o)

Recursdo

Alternativamente, podemos encontrar um passo recursivo que defina
a», as, a4 ... dando uma férmula para calcular a, para n > 2.

Primeiro determinamos a,_; em func3o de a,:

an1=(n—1)+3(n—-1) (pela definigdo explicita da sequéncia)

=n—2n+1+3n-3 (expandindo os produtos)
= (n*+3n)—2n—-2 (reagrupando as parcelas)
=a,—2n—2 (pela definicdo explicita da sequéncia).

Uma vez determinado que a,_1 = a, — 2n — 2, podemos deduzir que
a, = ap—1 + 2n+ 2, o que produz a seguinte definicdo recursiva:

81:47
ap=ap_1+2n+2, paran>2.
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Definicdo recursiva de funcoes

o | Exemplo 7| (ContinuagZo)

Podemos verificar que as duas definicdes recursivas encontradas sio
equivalentes a definicdo explicita para alguns termos da sequéncia:

Definicdo explicita:

an=n*>+3n,n>1

{

Primeira def. recursiva:

31:4,
ant1 =an+2n+4,n>1

{

Segunda def. recursiva:
ay = 4,
apn=ap-1+2n+2,n>2

a=12+3.-1=4

31:4

31:4

ap=224+3.2=10

2=4+2-1+4=10

2=4+2-2+2=10

a3=32+3.3=18

a3=104+2-2+4=18

a3=10+2-3+2=18

ag=4>+3-4=28

a,=18+2-3+4=28

a,=18+2-4+2=28

as =52+3-5=140

a5 =28+2-4+4=40

as =28+2-5+2=40

Recursdo
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Definicao recursiva de conjuntos e estruturas

@ Uma definicao recursiva de um conjunto tem duas partes:

Definicdo recursiva de conjunto:

Passo base: Especifica-se uma coleg3o inicial de objetos pertencente ao
conjunto.

Passo recursivo: Especificam-se regras para formar novos elementos a partir
dos elementos ja pertencentes ao conjunto.

@ A definigdo recursiva de conjuntos também depende da seguinte regra,
frequentemente implicita:

Regra de exclusao: elementos que ndo podem ser gerados a partir da
aplicagdo do passo base e instancias do passo indutivo n3o pertencem ao
conjunto.
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Definicao recursiva de conjuntos e estruturas

@ | Exemplo 8| Seja o conjunto S definido como:

3€S,
sexeESeyeS, entdlox+yeSs.

Ent3o, é verdade que:

e 6 €57 Sim, porque3€Se3+3=6,
@ 9€ 57 Sim, porque3€SebcSe3+6=09,
@ 12 57 Sim, porque3€Se9€Se3+9=12,

e 7 € 57 N3o, pela regra de excluso.

O conjunto S é o conjunto dos miltiplos positivos de 3.

Recursdo
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Definicao recursiva de conjuntos e estruturas

@ Muitos problemas lidam com palavras, ou strings, formadas a partir de um
alfabeto.

@ O conjunto X* de strings sobre um alfabeto ¥ pode ser definido
recursivamente como:

Passo base: A € £* (onde A representa a string vazia, sem simbolo algum).

Passo recursivo: Se w € X* e x € ¥ entdo wx € L* (onde wx representa a
string formada pelo simbolo x concatenado ao final do prefixo
w).
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Definicao recursiva de conjuntos e estruturas

o | Exemplo 9| Seja o alfabeto X = {0,1}. Qual o conjunto de strings * que

pode ser formado a partir de ¥7?

Solucao.

Sabemos que:
e )\ € X* pelo passo base;
e 0 € X" porque A € X*, 0 € X, e podemos juntar A0 = 0;
e 1 €X" porque A € ¥, 1 € X, e podemos juntar A1 = 1;
e 00 € X" porque 0 € ©*, 0 € ¥, e podemos juntar 00;
e 0l €X" porque 0 € £, 1 € X, e podemos juntar 01;
e 011 € X" porque 01 € ¥*, 1 € ¥, e podemos juntar 011;

De fato, * é o conjunto de todas as strings bindrias. °
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Definicao recursiva de conjuntos e estruturas
@ Seja /¢ (length) a funcdo que retorna o comprimento de uma string, ou seja,
para todo w € X*, o valor £(w) é o nimero de simbolos em w.
Podemos definir ¢ recursivamente como:
Passo base: ¢(\) = 0.

Passo recursivo: f(wx) = ¢(w)+1,sew e X exc¥.

o | Exemplo 10| Podemos calcular o tamanho ¢(01011) como:

£(01011) = £(0101) + 1
= (£(010) +1)

001) + 1) +1) +

(£(0) +1) )+1)+1

( 1

(

1

4
+1)+
+1

N+ +1)+1)+1)+1
O+D)+)+1)+1)+1
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5
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Definicao recursiva de conjuntos e estruturas

@ |Exemplo 11| O conjunto das sentencas légicas bem formadas pode ser

definido recursivamente como:

Passo base: T, F e s sdo sentencas bem formadas, onde s representa uma
proposicao légica.

Passo recursivo: Se G e H s3o sentencas bem formadas, entdo (—=G),
(GAH), (GVH), (G— H)e (G <+ H) sio sentencas bem
formadas.

@ Podemos facilmente verificar que, se p e g sdo proposi¢des ldgicas, entdo:

Q@ F.(pAT), (p—q), ((p— q)V T) sdo sentencas bem formadas.

@ —pg. Aq, TF s3o sentencas mal-formadas (pela regra da exclus3o).
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Definicdo recursiva de arvores

@ Para o préximo exemplo, vamos precisar de alguns conceitos Uteis.

e Um grafo G = (V, E) é formado por: @ Por exemplo, no grafo abaixo:

Recursdo

um conjunto V de vértices ou
vértices,e

um conjunto E de arestas, em que
cada aresta é um par ordenado
(vi, vj) indicando que os vértices
vi, vj € V estdo conectados.

Um ciclo em um grafo é um caminho
de arestas consecutivas que comega e
termina no mesmo vértice.

Um vértice interno estd conectado
a pelo menos dois outros vértices do
grafo.

Uma folha é um vértice conectado a
no maximo um outro vértice.

Vértices sdo representados por
circulos e arestas por linhas
conectando vértices.

Existe um ciclo comegando no
vértice ¢ e passando por g, h, f,
até voltar em c.

Os vértices a, b, ¢, f, g, h sdo
vértices internos.

Os vértice d, e sdo folhas.
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Definicdo recursiva de arvores

@ | Exemplo 12| Uma arvore é um grafo sem ciclos. Uma drvore binaria

Recursdo

completa é uma drvore em que cada vértice, com excecdo das folhas, possui
exatamente dois vértices filhos.

Uma 4rvore bindria completa pode ser definida recursivamente como:

Passo base: Um vértice isolado é uma arvore bindria completa.

Passo recursivo: Se Ty e T, sdo drvores bindrias completas disjuntas com
raizes r; e rp, respectivamente, entdo pode-se formar uma
nova drvore bindria completa ao se conectar um vértice r (ndo
presente em Ty ou Ty, que chamaremos de raiz) através de
uma aresta a r; e outra aresta a .
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Definicdo recursiva de arvores

@ | Exemplo 12| (Continuac3o)

Exemplo de construcdo recursiva de drvores bindrias completas:

Passo base: ‘




Inducdo estrutural

@ Se um conjunto tem uma definicdo recursiva, é possivel demonstrar
propriedades dos elementos deste conjunto através de indugdo.

@ A inducao estrutural é uma maneira de mostrar que se:

1. os elementos iniciais do conjunto (passo base) satisfazem uma certa
propriedade, e

2. as regras de construgdo de novos elementos (passo indutivo) preservam esta
propriedade,

entdo todos os elementos do conjunto satisfazem a propriedade.
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Inducdo estrutural

@ Uma demonstracao por inducao estrutural tem duas partes:

Demonstracdo por inducdo estrutural:

Passo base: Mostra-se que a proposicao é vélida para todos os elementos
especificados no passo bse da definicdo recursiva do conjunto.

Passo indutivo: Mostra-se que se a proposicdo é vélida para cada um dos
elementos usados para se construirem novos elementos do
conjunto, entdo a proposicao também ¢é valida para estes
novos elementos.

@ A hipédtese de inducao é de que a proposicio vale para cada um dos
elementos usados para se construirem novos elementos do conjunto.
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ | Exemplo 13| Seja o conjunto A definido como:

3€A,
x,yEA—=>x+yeA
Mostre que todos os elementos de A sdo divisiveis por 3.

Demonstragdo. Seja P(x) a proposicdo “x € divisivel por 3”.

Passo base: O dnico elemento da base é 3, e P(3) é verdadeiro porque 3 é
divisivel por 3.
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ | Exemplo 13| (Continuac3o)

Passo indutivo: Assuma que P(x) e P(y) s3o verdadeiros para dois
elementos x e y em A. Ou seja, a I.H. é que os x e y de A sdo
ambos divisiveis por 3.

A regra recursiva diz que posso usar x e y para incluir o
elemento x + y em A, logo que mostrar que P(x + y) também
é verdadeiro.

Para isto, note que se x e y sdo divisiveis por 3, entdo existem

k', k" € N tais que x = 3k’ e y = 3k”. Nesse caso, podemos
derivar:

x4y =3k"+3k" =3(k' + k"),

de onde concluimos que x + y também ¢é divisivel por 3. Isto
conclui o passo indutivo.

Como concluimos com sucesso o passo base e o passo indutivo, a
demonstracdo por inducdo estrutural estd concluida. ]
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ | Exemplo 14| O conjunto das sentencas légicas bem formadas pode ser

definido recursivamente como:
Passo base: T, F e s sdo sentencas bem formadas, onde s representa uma
proposicdo légica.

Passo recursivo: Se G e H sdo sentencas bem formadas, entdo (—G),
(GAH), (GVH), (G— H)e (G <+ H) sdo sentengas bem
formadas.

Mostre que em toda sentenca bem formada o nimero de (" e ")" s3o iguais.

Demonstragdo. Seja P(E) a proposicdo “A expressdo bem formada E tem
um igual nimero de “(" e de “)"".

Passo base: Os elementos da base sdo T, F, e qualquer proposi¢do ldgica,
e todos estes elementos ndo possuem nenhum “(" ou “)".
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Exemplos de uso de inducao estrutural

o |Exemplo 14| (Continuag&o)

Passo indutivo: Temos que verificar que cada uma das regras de criacdo de
novas sentencas mantém a propriedade de que a nova
sentenca possui parénteses balanceados.

Assumindo como |.H. que P(G) e P(H) sejam verdadeiros
para duas sentencas bem formadas G e H, vamos analisar
cada regra separadamente:

o Regra “(—G) é bem formada”: pela I.H., G possui igual
nimero de “("s e “)”. Como a regra acrescenta exatamente
um “(" e um “)", entdo P((—G)) é verdadeiro.

o Regra “(G A H) é bem formada”: pela l.H., tanto G quanto H
possuem igual nimero de “("s e “)". Como a regra acrescenta
exatamente um “(" e um “)", entdo P((G A H)) é verdadeiro.

o Os casos das regras para (G V H), (G — H) e (G + H) sdo
semelhantes.
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Exemplos de uso de inducao estrutural

o | Exemplo 14| (Continuagdo)

Tendo analisado todas as regras do caso recursivo, concluimos o passo
indutivo e, assim, a demonstrac3o. ]

Recursdo 30/ 56



Exemplos de uso de inducao estrutural

@ | Exemplo 15| Seja o conjunto S formado por pares ordenados de nimeros

naturais definido recursivamente como:

Passo base: (0,0) € S.
Passo recursivo: Se (x,y) € Sentdo (x+2,y+3)€Se(x+3,y+2)€S.

Mostre que todo elemento de S satisfaz a propriedade de que a soma de suas
coordenadas ¢é divisivel por 5.

Demonstracgdo. Seja P((x,y)) a proposicdo “x + y € divisivel por 5”.

Passo base: O dnico elemento da base é (0,0), e claramente P(0,0) é
verdadeiro j& que 0 + 0 é divisivel por 5.
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ | Exemplo 15| (Continuac3o)

Passo indutivo: Temos que verificar que cada uma das regra de criagdo de
novos pares ordenados mantém a propriedade de que o novo
par ordenado tem a soma de suas coordenadas divisivel por 5.
A LH. é de que P((x,y)) é verdadeiro para um (x,y) € S.

Vamos analisar cada regra separadamente.

o Regra (x+2,y 4+ 3) € S: a soma das coordenadas deste novo
par é x+2+y+3=(x+y)+5. Pela LH. (x4 y) é divisivel
por 5, logo (x + y) + 5 também é divisivel por 5 e podemos
concluir que P((x + 2,y + 3)) é verdadeiro.

e Regra (x + 3,y +2) € S: a soma das coordenadas deste novo
paré x+3+y+2=(x+y)+5. Pela LH. (x4 y) é divisivel
por 5, logo (x + y) + 5 também é divisivel por 5 e podemos
concluir que P((x + 3,y + 2)) é verdadeiro.

Por termos analisado todas as regras do caso recursivo, o
passo indutivo da demonstragdo estd concluido. ]
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ |Exemplo 16| Neste exemplo demonstramos que a defini¢do recursiva da

sequéncia encontrada em um exemplo anterior estad correta.

Seja sequéncia {a,} definida explicitamente, para n > 1, como
a, = n®+ 3n,

e seja {b,} a sequéncia definida recursivamente como

by =4,
b,=b,_1+2n+2, n>2,

Mostre por inducdo que as sequéncias {a,} e {b,} sdo idénticas.
Demonstragdo. Seja P(b,) a proposicio “b, = n*> +3n" (ou seja, a
proposicdo de que o elemento b, é igual ao elemento a,).

Passo base: Temos b; = 124+ 3 -1 =4, o que é verdadeiro pelo passo base
da definicdo recursiva.
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ | Exemplo 16| (Continuagido)

Recursdo

Passo indutivo: Assumamos a |.H. de que P(bx_1) é verdadeiro para um

bi_1 arbitrdrio na sequéncia, ou seja, que
bx_1 = (k—1)%>+3(k—1).

Queremos mostrar que P(by) também é verdadeiro, ou seja,
que by = ay. Para isto, podemos derivar

bg = bx—1 +2k+2 (pela definigdo de {b,})
= (k=12 +3(k—1)+2k+2 (pela 1.H.)
=k®>—2k+1+3k—3+2k+2
= k® + 3k,

de onde concluimos o passo indutivo e, assim, a
demonstracao. ]
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ Para o préximo exemplo, vamos introduzir mais alguns conceitos sobre
arvores bindrias completas.

@ A altura h(T) de uma arvore bindria completa T é definida recursivamente
como:

0, se o (nico vértice da arvore binaria
completa T é a prépria raiz
h(T) = ¢ 1+ max(h(T1), h(T2)), se a &rvore bindria completa T
¢é formada por uma raiz tendo como

sub-arvores T1 e T».
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Exemplos de uso de inducao estrutural

e O nimero de vértices n(T) de uma drvore bindria completa T é definido
recursivamente como:

1, se o lnico vértice da arvore bindria
completa T é a prépria raiz
n(T) =<1+ n(Ty)+ n(T2), sea drvore bindria completa T
é formada por uma raiz tendo como
sub-arvores T1 e T».
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Exemplos de uso de inducao estrutural

@ | Exemplo 17 | Mostre em uma arvore bindria completa T, temos

n(T)<2MM+t _q .

Demonstracao. Vamos demonstrar esta desigualdade usando indugao
estrutural.

Passo base: Para uma arvore bindria completa T consistindo apenas num
vértice raiz, note que, por defini¢do: n(T)=1e h(T) =0,
logo a desigualdade é satisfeita pois

n(T)=1, e
2h(T)+1 1= 20+1 —1=1 ,

e, portanto,

n(T) <2hM+t _q
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Exemplos de uso de inducao estrutural

o | Exemplo 17| (Continuag3o)

Passo indutivo: A nossa hipétese de inducdo é que temos
n(Ty) < 2M(T+t 1 e

n(T,) < 2MT+t g

sempre que T; e T, foremarvores binarias completas.

Assuma que T é uma 4rvore bindria completa tendo 77 e T,
como sub-arvores imediatas.

As férmulas recursivas de n(T) e h(T) determinam que
n(T)=14+n(T1)+n(T2), e
h(T) =1+ max(h(Ty), h(T2)) .
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Exemplos de uso de inducao estrutural

o |Exemplo 17| (Continuag&o)

Recursdo

Assim, podemos computar:

n(T) = (def. recursiva de n(T))
1+ n(T1)+n(T) < (hipétese de indugao)
1+ (2h(T1)+1 —1)+ (2h(T2)+1 —1)< (*)
2. max(zh(T1)+1,2h(T2)+l) —1= (max(2, 2y):2max(x,y))
2. omax(h(T1).h(T2))+1 _ 1 —  (def. recursiva de h(T))
2.20M 1= (man. algébrica)
oh(T)+1 _ 4

onde o passo (*) vale porque a soma de dois termos é sempre
menor ou igual a duas vezes o maior termo.

O
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Algoritmos Recursivos



Algoritmo recursivos: Introducao

Recursdo

As vezes podemos reduzir a solu¢do de um problema com um conjunto
particular de valores de entrada para a solugdo do mesmo problema com
valores de entrada menores.

Quando tal reducdo pode ser feita, a solugdo para o problema original pode
ser encontrada via uma sequéncia de reducdes, até que o problema tenha sido
reduzido a algum caso inicial para o qual a solugdo é conhecida.

Veremos que algoritmos que reduzem sucessivamente um problema ao
mesmo problema entradas menores sdo usadas para resolver uma grande
variedade de problemas.

Tais algoritmos sdo chamados de recursivos.

Um algoritmo recursivo é um algoritmo que resolve um problema reduzindo
este problema a uma instadncia do mesmo problema com entradas menores.

A seguir vamos ver varios exemplos de algoritmos recursivos.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 18| Dé um algoritmo recursivo para computar n!, onde n é um

nldmero inteiro nao-negativo.

Solucao. Para construir um algoritmo recursivo que encontre n!, onde n é
um inteiro n3o-negativo, podemos nos basear na definicdo recursiva de n!:

n-(n—1)1, sen>0
1, sen=20

nl =

Esta definicdo diz que para encontrar n! para um inteiro particular n,
podemos usar a etapa recursiva repetidamente vezes, em cada vez
substituindo um valor da func¢3do fatorial pelo valor da fung¢3o fatorial no
préximo inteiro menor.

Fazemos isso até atingir o passo base, em que o inteiro a ser computado € 0,
e podemos inserir o valor conhecido de 0! = 1.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 18| (Continuac3o)

Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a fungdo fatorial é o
seguinte.

procedure factorial(n: nonnegative integer)
if n = 0 then return 1

else return n - factorial(n — 1)

{output is n!}

Exemplo de execu¢ao do algoritmo para o valor de entrada n = 4:

Funcao \ Chamada recursiva \ Valor de retorno
factorial(4) 4. factorial(3) 24
factorial(3) 3. factorial(2) 6
factorial(2) 2 -factorial(1) 2
factorial(1) 1. factorial(0) 1
factorial(0) —_— 1
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 19| Dé um algoritmo recursivo para calcular a”, onde a é um
nimero real diferente de zero e n é um inteiro ndo-negativo.

Solucao. Para construir um algoritmo recursivo que encontre a”, onde a é
um real diferente de zero e n é um inteiro ndo-negativo, podemos nos basear
na definicdo recursiva de a":

a-a"1l, sen>0
1

an =
sen=0

)
Esta definicdo diz que para encontrar 3" para valores particulares de a e n,
podemos usar a etapa recursiva repetidamente vezes, em cada vez
substituindo um valor da funcdo de exponenciagdo pelo valor da fungdo de
exponenciagdo com um expoente sendo o préximo inteiro menor.

Fazemos isso até atingir o passo base, em que o valor a ser computado é a°,

e podemos inserir o valor conhecido de a° = 1.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 19| (Continuac3o)

Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a funcao de
exponenciagdo é o seguinte.

procedure power(a: nonzero real number, n: nonnegative integer)

if n = O then return 1
else return a - power(a, n — 1)

{output is a"}

Exemplo de execu¢do do algoritmo para o valor de entrada a = 2, n = 4:

| Fungdo | Chamada recursiva | Valor de retorno
power (2,4) 2 - power(2,3) 16
power(2,3) 2 - power(2,2) 8
power (2,2) 2 - power(2,1) 4
power(2,1) 2 - power(2,0) 2
power (2,0) —_ 1
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 20 | Dada uma sequéncia L = a3, as, ..., a, de elementos e um

elemento arbitrdrio x, uma pesquisa linear do elemento x em L retorna:
@ o menor valor de i tal que a; = x, caso o valor x esteja presente na lista L; ou

e o valor 0, caso o valor x ndo esteja na lista L.

Expresse a pesquisa linear como um algoritmo recursivo.

Solugdo. Vamos chamar de search(i,j, x) o procedimento que procura a
primeira ocorréncia de x na sub-sequéncia aj, aj11,...,a; de L iniciada em a;
e terminada em a;.

A entrada para o algoritmo recursivo da pesquisa linear consiste na tripla
(1, n, x), pois queremos que o elemento x seja procurado na lista L toda, ou
seja, entre a1 € a,.
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Exemplos de algoritmos recursivos

o | Exemplo 20| (Continuag&o)

O algoritmo funciona assim:

@ Se o primeiro termo da sub-sequéncia a ser pesquisada for o préprio x, o
algoritmo retorna o indice i deste termo.

@ Se a sub-sequéncia a ser pesquisada sé tem um elemento e este elemento n3o
é x, o algoritmo retorna 0.

@ Se o primeiro termo da sub-sequéncia a ser pesquisada n3o é x, mas a
sub-sequéncia tem termos adicionais, o mesmo algoritmo é repetido na
sub-sequéncia obtida retirando-se o primeiro termo da sub-sequéncia atual.
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 20| (Continuag&o)

Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a fun¢io de pesquisa
linear é o seguinte.

procedure search(i, j, x: integers, 1 <i <j< n)
if a; = x then
return {
else if i = j then
return 0
else
return search(i + 1, j, x)
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 20| (Continuag3o)

Exemplo de execu¢ao do algoritmo de pesquisa linear para os valores de

entrada
i=1, Jj =25, x =17,
na lista
=3, a=12, a3=20, a, =17, as=5:
Funcao \ Chamada recursiva \ Valor de retorno
search(1,5,17) search(2,5,17) 4

search(2,5,17) search(3,5,17) 4
search(3,5,17) search(4,5,17) 4
search(4,5,17) |  -————- 4
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 20| (Continuag&o)

Exemplo de execu¢do do algoritmo de pesquisa linear para os valores de

entrada
i=1, j=25, x =10,
na lista
aa=3, a=12, a3=20, as=17, a5=5:
] Funcio | Chamada recursiva | Valor de retorno
search(1,5,10) search(2,5,10) 0

search(2,5,10) search(3,5,10)
search(3,5,10) search(4,5,10)
search(4,5,10) search(5,5,10)
search(5,5,10) —

ol oo o
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Exemplos de algoritmos recursivos

o | Exemplo 21| Dada uma sequéncia L = a1, a,,...,a, de de

inteiros positivos em ordem crescente e um elemento arbitrario x, uma
pesquisa binaria do elemento x em L funciona assim:

@ Compare o elemento x a ser pesquisado com o termo do meio da sequéncia,
ou seja, 0 termo a|(nr1)2)-

@ Se x for igual a este termo, retorne a localizacdo deste termo no sequéncia.

@ Caso contrério:

@ faca uma nova pesquisa bindria na primeira metade da sequéncia original se x
for menor que o termo do meio; ou

@ faca uma nova pesquisa bindria na segunda metade da sequéncia original se x
for maior que o termo do meio; ou

@ retorne 0 se nio hd mais elementos a serem pesquisados.

Expresse a pesquisa bindria como um algoritmo recursivo.
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Exemplos de algoritmos recursivos

o |Exemplo 21| (Continuag&o)

Solucao. Um pseudo-cédigo para um algoritmo recursivo para a funcdo de
pesquisa bindria é o seguinte.

procedure binary search(i, j, x: integers, 1 <i <j < n)
m= (i +))/2]
if x = a,, then
return m
else if (x < a,, and i < m) then
return binary search(i,m — 1, x)
else if (x > a,, and j > m) then
return binary search(m + 1, j, x)
else return 0

{output is location of x in ay, a,, ..., a,, if it appears; otherwise it is 0}
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 21| (Continuag&o)

Exemplo de execu¢do do algoritmo de pesquisa bindria para os valores de
entrada

na lista ordenada

dp = ]., dy = 57 a3z — 8, dg = 107 ds — 12, de — ].57
ay = 17, dg — 20, dg — 23, dio = 25, dil = 28, dip = 30 :

| Funcio | Chamada recursiva | Valor de retorno |
bin_search(1,12,20) | bin_search(7,12,20) 8
bin_search(7,12,20) | bin_search(7,8,20) 8
bin_search(7,8,20) bin_search(8,8,20) 8
bin_search(8,8,20) —_— 8
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Exemplos de algoritmos recursivos

@ |Exemplo 21| (Continuag&o)

Exemplo de execu¢ao do algoritmo de pesquisa bindria para os valores de
entrada

na lista ordenada

aa=1 a=5 a3=8a=10, a5s=12, ag =15,
ay = 17, dg — 20, dg — 23, dio = 25, dil = 28, dip = 30 :

| Funcido | Chamada recursiva | Valor de retorno |
bin_search(1,12,7) | bin_search(1,5,7) 0
bin_search(1,5,7) bin_search(1,2,7) 0
bin_search(1,2,7) bin_search(2,2,7) 0
bin_search(2,2,7) —_— 0
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Demonstrando a correcao de algoritmos recursivos

@ Podemos usar a indugdo matemdtica para demonstre a correcido de
algoritmos recursivos.

@ | Exemplo 22| Demonstre que o algoritmo recursivo que provemos em um

exemplo anterior para calcular a exponenciagao de um nimero real com
expoente inteiro ndo-negativo estd correto.

Solucdo. Vamos usar indugdo matematica no expoente n.

Passo base: Se n = 0 nosso algoritmo recursivo nos diz que
power(a,0) = 1, o que estd correto porque a° = 1 para
qualquer nimero real a.
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Demonstrando a correcao de algoritmos recursivos

@ | Exemplo 22| (Continuag3o)

Recursdo

Passo indutivo: A hipdtese de indugdo é que o algoritmo recursivo computa o

valor correto da poténcia para um inteiro arbitrério, ou seja,
que power(a, k) = a¥ para qualquer valor real a # 0 e um
inteiro nao-negativo arbitrario k.

Temos que mostrar que se a hipdtese de inducdo é verdadeira,
entdo o algoritmo computa a resposta correta para k + 1, ou
seja, teremos power(a, k + 1) = ak*1.

Note que como k é um inteiro positivo, o algoritmo faz
power(a, k + 1) = a- power(a, k).

Como pela hipétese de indugdo temos power(a, k) = a,
concluimos que power(a, k +1) = a- ak = ak*1, e o algoritmo

também esta correto para k + 1.
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